1.1 RelagGes Binarias

Relacdes binarias

Relacgdes de
‘ordem total

Relagdes de

equivaléncia Relacdes de
ordem parcial

Definicdo 1.1.1:
Seja X um conjunto. Chama-se relacido binaria sobre X a todo o
subconjunto de X x X.

Uma relacdo n-aria (n € N,n > 2) sobre X € um subconjunto de X".

Exemplos:
Q Seja X ={1,2,3}.

R ={(1,1),(2,3),(3,2)}

© Seja X =1{1,2.3,4}.
R=1{(x,y) € X? 1 x+y <5}

Notacao: Sejam X é um conjunto e R é uma relacdo sobre X.

Para designar que (x,y) ©R escreve-se também xRy.

‘ X estd em relacdao comy ‘

~ (através darelacédo R)

Definicdo 1.1.2:

Sejam X e Y conjuntos. Uma relacao de X em Y é um subconjunto de
X x Y. No caso particular de X =Y, temos uma relacao binaria sobre X.

Chamamos dominio de uma relacio R de X em Y ao conjunto

domR ={xe X:dy e Y (x,y) € R}

Chamamos imagem de uma relacdo bindria R de X em Y ao conjunto
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imR={ye Y :dxeX(x,y) e R}

Definimos relacdo inversa de R a relacdo a’e@ em@ dada por
R™ = {(y,x): (x.y) € R}
Exemplo: X =4{1,2,3}, Y ={a,b,c,d} X xY
~={(1,0),(1,0),(2,0), (2,d), (3, d)}
(l,c) e~ = 1~c
dom ~={1,2,3} C X, im ~={a,c,d} CY
(~) ! = {(a.1),(c,1),(c,2).(d,2),(d,3)} CY x X
dom(~)"t'={a.c.d} CY, im(~)"'={1.23} C X

Relacdo Composta:
Sejam X, Y, Z conjuntos. Sejam ainda,

e lacio de X Y e S¢ lacio de Y em 7
Define-se a relacao composta de R por S como a relagéo

SoR de X em Z,

definida por

SoR={(x,2): (Ga€eY)(x,a) € Re(a,z) €5}
Exercicio: X ={1,2,3}, Y = {a,b,c,d} Z = {7.8}
~= {(1,a),(1,¢),(2,¢),(2,d),(3,d)} relagdo de X em Y

S={(a,7),(c.8),(d,8)} relacdo de Y em Z

S O N:’)
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Representacao de relacbes binarias:
Seja R uma relagdo binaria sobre X = {xq,...,xn}.

Através de um diagrama:
os elementos de X sio representados por pontos e dois pontos do

diagrama que representam Xx; e x; estdo unidos por uma seta, com
orientacdo de x; para x;j, se (xj,x;) € R.

Através de uma matriz de adjacéncias:
A matriz de adjacéncias de R é a matriz A = [ajj]nxn € Mpxn({0,1})
definida por:

1 se (xi,x)eER
=Y 0 se (xi.x;) & R

Exemplo: Seja X = {1,2,3,4}.

R={(x,y) € X?: x+y <5}

3 1= T4 1111
( ) 1110
§2 A= 1100
() 11000
Definicao 1.1.3: (Tipos de relacdes binarias)
Dizemos que uma relacdo binaria R sobre X é:
o reflexiva se Vx € X xRx. D
e simétrica se Vx,y € X xRy = yRx. z Ty
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® anti-simétrica se ”X y € X ny A yRX = X =Y.

e transitiva se Vx,y,z € X xRy nyRz = xRz.

o irreflexiva se WYx e X (x,x) & R . @

Definicdo 1.1.4: (Relacdo de equivaléncia)

Uma relacio binaria reflexiva, simétrica e transitiva diz-se
uma relacdo de equivaléncia.

Exemplos: “relacdo identidade”
Sejam X um conjunto.

A = {(x,x): x € X} érelagéo de equivaléncia
Q ={(x,y): x,y € X} érelagéo de equivaléncia
“relacdo universal”

Exercicio: Quais das seguintes relacdes binaria séo relagdes de
equivaléncia em X:

Q Seja X ={1,2,3,4}.
R={(1,1),(1,2),(4,1),(2,2),(3,3), (1,4), (2,1), (4,4}

Q@ Seja X ={1,2,3,4}.
S={(1,1),(1,2),(4,1),(2,2),(3,3),(1,4),(2,1),(4,4),(4,2), (2,4) }
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© Seja X=IR. Considere em X a relacdo R definida por,
xRy < x* = y?, X, yc R

Definicdo 1.1.5: (Classes de equivaléncia)
Seja X um conjunto e R uma relacao de equivaléncia sobre X.

Chama-se classe de equivaléncia (médulo R) de um elemento
a =X, ao conjunto

[a]r = {x € X : xRa}.

O conjunto das classes de equivaléncia [B]R comaec Xé
chamado de conjunto quociente de X por R,

X/R={lalp: a€ X}
Exemplo:
o\ =1{1,23,4}
R= 1(1,1),(1,2).(4,1),(2,2),(3,3),(1.4),(2,1),(4.4), (4,2), (2,4) ;
Relacdo equivaléncia sobre X

llp = {124}
Qﬁp 2R:{L2=4}
S e
Q O —lR — {1~2f4}\CIassedo4

Conjunto quociente de X por R

X/R = {[1r. 2|z, 3]z, [4r} = {{1.2.4}.{3}}
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@ X =1{1,2.3,4,5)
R=
1(1,1),(2.2),(3,3).(4,4).(5,5),(1,2),(2,1),(1,5),(5,1), (2,5), (5, 2)}

Relacdo equivaléncia sobre X
Tem-se:

[1] =11,2,5} = [2] = [5], [3] ={3}, [4]={4}
X/R =1{{1,2,5},{3},{4}}

n° fixo

© Em Z define-se uma relacdo de equivalencia =, por:
para quaisquer X,y € Z,
x=,y & dk€eZ: x—y=kn,

designada por relacao de congruéncia modulo n.
Tem-se:

0 = {..,—-2n,—n,0,n,2n,...}

1

= {=2n+1,-n+1,1n+12n+1,.}
n—-1 = {..,—n—1,-1,n—1.2n—1,3n—1,...}

Z/R =1{0,1,...,n—1}.

Notacao: Para dizer que x =, y também podemos denotar por
x = y(mod n).

Nao esquecer
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Proposicao 1.1.6:
Sejam X um conjunto e R uma relacdo de equivaléncia sobre X. Para
quaisquer a. b € X, as seguintes afirmacdes sao equivalentes:

(1) bRa;
(2) be [a]g;
3) [b]r = [a]r-

Teorema 1.1.7:

Sejam X um conjunto e R uma relacdo de equivaléncia sobre X.
Temos:
(1) Para qualquer x € X, [x]g # 0;

(2 Para quaisquer x, y € X, [x|r = [v]r ou [x]r N [y]r =

) X =Usex[XIr: \ /

X /R é particéo de X

Teorema 1.1.8:

1. Se R € uma relacdo de equivaléncia sobre X, entdo X /R é uma
particdo de X.

2. SeP={Xj: iel} éuma particio de X e R € a relacio

xRy <+— (diel) x, ye X,

(i} R é relacao de equivaléncia sobre X

— X/R.
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e Questao: Como obter uma relagcéo de equivaléncia em X?

X =1{1,2,3,4,5,6)

1. Obter uma particao de X

P={{2}.{1}.{3.5}.{4.6}}
2. Construir todos os pares ordenados com os elementos dos subconjuntos
da particéo

(2
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